Kapitel 10

Brownsche Bewegung und
Stochastische Differentialgleichungen

Lukas Reitemeier

Diese Seminararbeit beschiftigt sich mit gegensitzlichen Konzepten zur harmonischen Analysis.
Durch das Beleuchten kontrirer Eigenschaften und dem Verschmelzen der Themen entsteht hoffent-
lich ein wertvoller Beitrag zum Buch. Das Kapitel handelt von der Brownschen Bewegung und
stochastischen Differentialgleichungen (SDGL), zwei eng verbundenen Themen, die interdisziplinar
in verschiedenen Gebieten zur Anwendung kommen.

Die Entdeckungsgeschichte widerspiegelt diese Interdisziplinaritit. Der Botaniker Robert Brown
entdeckte im 19. Jahrhundert, dass in Fliissigkeit suspendierte Pollenteilchen unter seinem Mikro-
skop scheinbar zufillige Bewegungen ausfiihrten. Er gilt als Entdecker der nach ihm benannten
Brownschen Bewegung. Der franzosische Mathematiker Luis Bachelier, der fiir seine Arbeit Théorie
de la Spéculation [bachelier1900thAPorie] in der Wahrscheinlichkeitstheorie und Finanzmathema-
tik bekannt ist, hat versucht, die Brownsche Bewegung erstmals mathematisch zu modellieren, ana-
log zu den Fluktuationen von Borsenkursen. Spiter trug der Physiker Albert Einstein mit seiner Ar-
beit Untersuchungen iiber die Theorie der Brownschen Bewegung [einstein1922untersuchungen]|
massgeblich zum theoretischen Verstindnis dieses Phanomens bei. Dies wiederum diente dem Ma-
thematiker Norbert Wiener als Grundlage fiir die Entwicklung des Wiener-Prozesses, der ein zen-
trales Konzept in der Wahrscheinlichkeitstheorie und SDGL darstellt. So kann der Wiener-Prozess
auch dazu genutzt werden, um sogenanntes weisses Rauschen zu modellieren.

Dank all diesen Entdeckungen ist es heute moglich zum Beispiel Finanzmathematik zu betreiben,
akkurate Populationsmodelle zu erstellen und den Prozess der Diffusion mathematisch zu beschrei-
ben.

10.1 Brownsche Bewegung
Als der schottische Botaniker Robert Brown im Jahr 1827 in sein Mikroskop schaute, beobachtete

er kleine Pollenpartikel in einer Fliissigkeit. Er bemerkt, dass sich die Teilchen scheinbar zufillig
bewegen, obwohl keine Krifte auf die Teilchen einwirken. Eine Erkldarung hatte Robert Brown zu
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Abbildung 10.1: Simulierter Borsenkurs als Brown-  Abbildung 10.2: Simulierte Brownsche Bewegung in
sche Bewegung. X- und Y-Richtung.

diesem Zeitpunkt fiir das Verhalten nicht. Es dauerte fast ein Jahrhundert, bis Albert Einstein die-
se Beobachtung auf ein solides theoretisches Fundament stellte und so nutzbar machte. Er schloss
darauf, dass die unregelméssige Bewegung auf Kollisionen mit umgebenden Molekiilen zuriickzu-
fiihren ist, welche stindig in Bewegung sind. Albert Einstein entwickelte eine mathematische Theo-
rie, mit welcher die beobachtete Bewegung durch stochastische Zusammenstosse von Molekiilen
erkliart werden kann. Weiter konnte er einen Zusammenhang zwischen den Messungen der Bewe-
gung, der Bolzmann-Konstante und der Avogadro-Zahl herstellen'. Dies hatte Auswirkungen auf
das Verstindnis von Materie, da dies einen direkten empirischen Beleg fiir die Existenz von Atomen
und Molekiile lieferte — die Atomhypothese wurde nicht nur bestitigt, sie wurde durch die Brown-
sche Bewegung auch beobachtbar. Diese besagt, dass Materie aus diskreten unteilbaren Einheiten
besteht, sprich einzelnen Atomen oder ganzen Molekiilen. Man muss dazu sagen, dass es schon
zuvor Indizien fiir deren Existenz gab, doch es fehlte am entscheidenden experimentellen Beweis.
Die Einstein-Smoluchowski-Gleichung ist eine zentrale Gleichung der Arbeit [einstein1922untersuchungen]

Sie beschreibt die mittlere quadratische Verschiebung (mean square displacement)

MSD = 21Dt (10.1)

in Beziehung zur Diffusionskonstanten D, der Anzahl Raumdimensionen n und der Zeit ¢. Die
Avogadro-Zahl A kann indirekt tiber die Stokes-Einstein-Gleichung anhand von Messungen berech-

net werden. Die Diffusionskonstante T

- 6nrnr

(10.2)

kann mittels des Radius r der suspendierten Teilchen, der Boltzmann-Konstante k, der Temperatur
T und der Viskositit  des umgebenden Mediums berechnet werden. Die Boltzmann-Konstante k =
R/A kann auch durch die allgemeine Gaskonstante R und die Avogadro-Zahl A ausgedriickt werden,
wodurch sich der Zusammenhang

RT

Die Avogadro-Zahl A ist die Anzahl Teilchen (Atome oder Molekiile) welche in einem Mol einer Substanz enthalten sind.
Die Boltzmann-Konstante k ist eine physikalische Konstante, die den Zusammenhang zwischen der thermischen Energie und
der Temperatur eines Systems herstellt. Beide Konstanten sind miteinander verbunden durch die Gleichung k = %, wobei R
die allgemeine Gaskonstante ist.

250



10. Brownsche Bewegung und stochastische Differentialgleichungen Implikationen

S A S

Abbildung 10.3: Ideales Signal Abbildung 10.4: Reales Signal

fiir die Avogadro-Zahl ergibt. So erméglichen die beiden Gleichungen einen experimentellen Ansatz
zur Bestimmung der Avogadro-Zahl.

Die Brownsche Bewegung kann relativ einfach mittels der Euler-Maruyama-Methode, siehe Ab-
schnitt 10.3.1, numerisch simuliert werden. Zugrunde liegt dabei der Wiener-Prozess, wie in Ab-
schnitt 10.2.2 beschrieben. Dieser liefert die zufilligen Verdnderungen in X- und Y-Richtung. Wer-
den die einzelnen Zeitschritte mit Linien verbunden, ergibt sich das Bild einer typischen Brownschen
Bewegung, wie dies in der Abbildung 10.2 zu sehen ist. Fiihrt man eine solche Simulation in einer
Dimension durch und implementiert eine durchschnittlich erwartete Anderungsrate, so ergibt sich
ein Verlauf, der stark an einen Borsenkurs erinnert, wie dies in der Abbildung 10.1 zu sehen ist. Es
lasst sich erahnen, dass die zugrundeliegende Mathematik auch in der Finanzindustrie zur Anwen-
dung kommt und von grossem Nutzen ist.

10.2 Rauschen

Um dem Thema des Buches gerecht zu werden und dieses Kapitel einzugliedern, kann die harmo-
nische Analysis als essenzielles Werkzeug betrachtet werden. So ist zam Beispiel die Fast Fourier
Transform (FFT) eine wichtige Methode, um periodische Signale von Rauschen zu unterscheiden.
Es kann beziiglich der Intensitit der auftretenden Frequenzen und der Verteilung der Amplituden im
Frequenzspektrum, also deren Leistungsdichte, charakterisiert werden. So konnen mittels harmo-
nischer Analysis Filter entwickelt werden, welche ein Signal von Rauschen befreien. Fiir gewisse
Anwendungen ist es auch moglich, mit hochfrequent tiberlagerten Schwingungen, Rauschen zu si-
mulieren. Durch die Analyse von Systemantworten auf verschiedene harmonische Anregungen, kann
eine Aussage gemacht werden, wie ein System auf echtes Rauschen als Storung reagieren wiirde.

10.2.1 Was ist Rauschen?

Rauschen ist in vielen technischen und wissenschaftlichen Disziplinen ein wichtiger Faktor, so kann
es auch in verschiedenen Kontexten unterschiedlich definiert werden. In der Signal- und Kommu-
nikationstechnik ist Rauschen als ungewollte kontinuierliche Storung eines Signals definiert. Ein
perfektes, ungestortes Signal, wie es in Abbildung 10.3 dargestellt ist, gibt es nur in der Theorie.
In der Realitit sind alle Signale von Rauschen behaftet, wie in der Abbildung 10.4 dargestellt. Ei-
ne solche Storung kann auf einem deterministischen Zusammenhang beruhen oder rein zufilliger
Natur sein. Zum Beispiel kann bei elektronischen Messungen durch das Magnetfeld von Stromka-
beln eine Storung hervorgerufen werden, dies wire eine deterministische Storung (konstant 50 Hz
Wechselstrom). Es gibt aber auch rein zufillige Stérungen, wie zum Beispiel durch kosmische Teil-
chen, welche einen Empfinger oder Messgerit beeinflussen konnen. Wird ein Signal konstant von
Storungen beeinflusst, kann von Rauschen gesprochen werden. Mathematisch konnen unterschied-
liche Arten von Rauschen unterschieden werden [werner2008signale], einige der wichtigsten sind
folgende:
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Definition 10.1. Weisses Rauschen: Ein Signal mit zufilligen Anderungen, welches eine konstante
spektrale Leistungsdichte iiber alle Frequenzen hinweg aufweisst (alle Frequenzkomponenten sind
mit gleicher Intensitdt vertreten).

Das Rauschen wird als “weiss” bezeichnet, analog zu weissem Licht, bei dem alle Farben des
sichtbaren Spektrums iiberlagert sind. Es ist aber anzumerken, dass weisses Licht keine konstante
Leistungsdichte im Spektrum aufweist. In der Zeitdomine ist das weisse Rauschen ein unkorreliertes
Signal. Ein Beispiel dafiir ist das Rauschen von Radios, wenn die Frequenz nicht korrekt eingestellt
ist. Dies wird ausgel6st durch Storeinfliisse, wie zum Beispiel: Elektrische Interferenzen, kosmische
Einfliisse oder auch Blitzentladungen.

Definition 10.2. Rosa Rauschen: Ein Signal mit zufilligen Anderungen, dessen Amplituden invers
proportional zur Frequenz 1/f abnehmen. In der Elektronik wird der Abfall der Leistungsdichte mit
3 dB pro Oktave charakterisiert.

Der Begriff “Rosa” ist auch eine Analogie zu sichtbarem Licht, bei dem tiefere Frequenzen
eher rotlich erscheinen und iiberlagert mit Weiss (weisses Rauschen) Rosa ergeben. Um bei einem
horbaren Beispiel zu bleiben: Rosa Rauschen klingt als Schall ausgewogener und weicher als weisses
Rauschen. Dies, da unangenehme hohe Frequenzen abgeschwicht werden.

Definition 10.3. Braunes Rauschen (Brownsches Rauschen): Ein Signal mit zuféilligen Anderungen,
dessen Amplituden invers quadratisch zur Frequenz 1/f> abnehmen. In der Elektronik wird der
Abfall der Leistungsdichte mit 6 dB pro Oktave charakterisiert.

“Braun” bezieht sich hier nicht auf eine Farbe, sondern ist Robert Brown gewidmet. Denn die
Brownsche Modekiihlbewegung entspricht diesem Rausch-Typ, da sich die beobachteten trigen Mo-
lekiile mit zunehmender Frequenz verstirkt gegenseitig behindern.

Definition 10.4. Gausssches Rauschen: Ein Signal mit zufilligen Anderungen, dessen Amplituden
im Frequenzspektrum eine Normalverteilung (Gaussverteilung) um eine zentrale Frequenz aufwei-
sen. Demzufolge kann Gaussisches Rauschen iiber zwei Parameter charakterisiert werden: den Mit-
telwert und die Varianz.

Gausssches Rauschen ist ein hidufiges Artefakt in digitalen Bildern und daher von besonderer
Bedeutung in der digitalen Bildverarbeitung. Die charakteristische “Kornigkeit” des Rauschens in
einem Bild kann {iber eine zentrale Frequenz charakterisiert werden.

Definition 10.5. Impulsrauschen: Ein Signal mit zufilligen kurzzeitigen Spitzen oder Abfille der
Signalintensitdt, also diskontinuierlichen skalierten Impulsen.

Im Frequenzspektrum dussern sich die Impulse iiber einen breiten Bereich, dhnlich zur Fourier-
Transformation eines Dirac-Impulses. Ein idealer Dirac-Impuls im Zeitbereich stellt im Frequenz-
bereich einen konstanten Wert iiber alle Frequenzen dar. In der digitalen Bildverarbeitung ist diese
Art von Rauschen als “salt and pepper” bekannt. Dabei nehmen einzelne Pixel sporadisch extreme
Werte an, entweder extrem dunkel (pepper) oder extrem hell (salt). Diese Pixel sind auf dem Bild
leicht erkennbar und wirken &hnlich wie verstreute Salz- oder Pfefferkorner.

Natiirlich kann noch zwischen vielen weiteren Typen unterschieden werden, doch auf diese wird
nicht eingegangen.

Es gibt auch Signale, die visuell wie Rauschen wirken, obwohl diese kaum von einer zufédl-
ligen Storung behaftet sind. So zum Beispiel hochfrequente iiberlagerte Schwingungen oder auch
aufmodulierte Signale. In der Nachrichtentechnik wird dies aus technischen Griinden gemacht, um
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Abbildung 10.5: Echtes weisses Rauschen.
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Abbildung 10.6: Uberlagerte harmonische Oszillatoren.
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10. Brownsche Bewegung und stochastische Differentialgleichungen Implikationen

zum Beispiel mehr Information iiber denselben Signaltrdger zu senden oder das Signal robuster zu
iibertragen. In den Abbildungen 10.5 und 10.6 sind zwei Signale aufgetragen, eines stellt echtes
stochastisches Rauschen dar, das andere besteht aus vielen hochfrequenten iiberlagerten Schwin-
gungen. Dieses Beispiel soll verdeutlichen, dass es nicht reicht, nur den zeitlichen Verlauf eines
Signals zu betrachten. So konnte man filschlicherweise die Signale als @hnlich erachten — eine
krasse Tduschung, welche sich im Frequenzspektrum klar zeigt.

10.2.2 Rauschen mittels Wiener-Prozess

Um Rauschen zu modellieren, muss als Grundlage ein stochastischer Prozess definiert werden. Zwei
weit verbreitete Konzepte dabei sind der Random Walk und der Wiener-Prozess.

Definition 10.6. Random Walk: Bei einem Random Walk beginnt man an einem Ausgangspunkt
(normalerweise 0) und macht bei jedem Zeitschritt einen zufdlligen Schritt vor oder zuriick. Oft dient
dazu die Binominalverteilung, wobei auch asymmetrische Verteilungen verwendet werden konnen.
Die Schrittlinge und Richtung kann ebenfalls durch eine unabhdngige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung bestimmt werden, wobei meist eine konstante Schrittlinge angenommen wird.

Definition 10.7. Wiener-Prozess: Der Wiener-Prozess ist ein kontinuierlicher stochastischer Pro-
zess, der mit dem Wert 0 startet und unabhingige normalverteilte Anderungen aufweist.
Der Wiener-Prozess muss formal folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Der Startwert von t = 0 ist W(0) = 0.

2. W(t1)—W(ty) ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz t; —t.
Es ergibt sich folgender Zusammenhang: dW? = dt.

3. Zu jedem weiteren Zeitpunkt t, ist die Zufallsvariable unabhdngig von allen vorhergehenden
Werten und nirgends differenzierbar:

Beide Prozesse erfiillen die sogenannte Markov-Eigenschaft, was bedeutet, dass ihre zukiinftige
Entwicklung nur von ihrer aktuellen Position und nicht von ihrer vergangenen Geschichte abhéngt.
Speziell dabei ist, dass unabhingig von der verstrichenen Zeit der Erwartungswert stets dem Aus-
gangswert entspricht. Der Wiener-Prozess kann auch als Grenzwert eines Random Walks erachtet
werden, sofern die Zeitschritte und Schrittgrossen gegen null gehen und der Prozess bei O startet.
Der Wiener-Prozess und die Brownsche Bewegung werden oft als Synonyme verwendet. Beides
sind kontinuierliche stochastische Prozesse, wobei der Wiener-Prozess explizit nirgends differen-
zierbar ist und eher in der Mathematik zur Anwendung kommt. Der Random-Walk zeichnet sich
durch eine einfache numerische Implementation aus, da er per Definition schon diskret ist.

Genauer wird auf den Wiener-Prozess nicht eingegangen, da dieser ausfiihrlich im Kapitel 8./
Modell fiir Rauschen: der Wiener-Prozess des Buches [brown:Differenzialgleichungen] vom Ma-
thematischen Seminar tiber Differentialgleichungen beschrieben wird.

Nun, da der Wiener-Prozess definiert ist, soll versucht werden weisses Rauschen zu simulieren.
Dafiir eignet sich der Wiener-Prozess perfekt, denn die Ableitung nach der Zeit

_aw()
HOE ”

ergibt weisses Rauschen. Dies ist auch der Grund, weshalb der Wiener-Prozess als nicht differenzier-
bar definiert ist. Die Anderungen sind rein zufdllig und normalverteilt, so ergibt sich ein gleichmaéssi-
ges Frequenzspektrum der Anderungsraten. Es ist also keinerlei Information in den Anderungsraten
enthalten.

(10.4)
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In der Abbildung 10.7 ist die Simulation eines Wiener-Prozesses, also einer Brownschen Bewe-
gung, und dessen Frequenzspektrum aufgetragen. Der Unterschied zum simulierten Borsenkurs in
der Abbildung 10.1 ist lediglich, dass keine Drift-Komponente modelliert wurde. Man kann fest-
stellen, dass die Leistungsdichte mit zunehmender Frequenz abnimmt. Dies bedeutet, dass tiefe Fre-
quenzen sich im Signal stirker dussern als hohe, also mehr Energie beinhalten. Das Signal kann
nun in der Zeitdoméne differenziert werden oder im Frequenzbereich durch eine komplexwertige
Multiplikation mit der Frequenz jwz. So ergibt sich aus der Brownschen Bewegung mit abfallendem
Frequenzspektrum ein konstantes Frequenzspektrum. In der Zeitdomine stellt das Signal aussch-
liesslich weisses Rauschen dar, wie in der Darstellung 10.7 zu sehen ist.

Wiirde man nun das konstante Frequenzspektrum weiter differenzieren, vergrossert man nur die
Amplituden, was sich im Zeitbereich durch ein zunehmend unstetigeres Signal dussert. Deshalb ist
weisses Rauschen fiir die meisten Zwecke nicht sinvoll weiter differenzierbar.

10.2.3 Implikationen

Beim Umgang mit Messdaten und empfangenen Signalen ist die Problematik von Stérungen und
deren Einfluss auf die berechneten Anderungsraten allgegenwirtig. Dies kann zu falsch dekodierter
Information und ungenauen Messergebnissen fiihren. Die einfachste Methode und hiufig ein erster
Schritt ist die Anwendung eines Tiefpass- oder Bandpassfilters. Dieser entfernt jedoch nicht nur
storende Frequenzen, sondern auch ein Teil der im Signal enthaltenen Information. Die Anwendung
eines gleitenden Mittelwertes ldsst Storungen sich auf das ganze Signal auswirken. Die ist speziell
problematisch bei kurzzeitigen intensiven Stérungen, wie dies bei Impulsrauschen der Fall ist. In
solchen Fillen ist ein Medianfilter zu bevorzugen.

Eine weitere Schwierigkeit entsteht, wenn anhand von Messdaten ein Modell erstellt werden
soll, welches das Verhalten der Messdaten widerspiegelt. Dabei kann es sein, dass das Rauschen als
Teil des Systems identifiziert wird oder als rein externe Stérung. Im einen Fall muss dann zwischen
System und Rauschen unterschieden werden, im anderen Fall muss das System selbst Rauschen
abbilden konnen.

Ist ein System anhand einer gewohnlichen Differentialgleichung (DGL) gegeben, kann das Ver-
halten des Systems unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen vorhergesagt werden. Vom
Anfangswert aus entwickelt sich die Funktion geméss der Startbedingung und dem durch die DGL
gegebenen Vektorfeld. In vielen Situationen entspricht ein solch deterministisches System jedoch
nicht der Realitit und suggeriert eine Aussagekraft, welche sich nicht mit Beobachtungen deckt.
Es gibt Systeme, welche stark auf kleine Storeinfliisse reagieren. Dies fiihrt dazu, dass sich die Lo-
sung einer DGL gegeniiber der Realitiit, zum Beispiel durch Rauschen, nicht perfekt deckt oder das
Resultat sogar komplett divergiert. Ein anschauliches Beispiel dafiir ist das System

dx
= 10.5
it (10.5)
d
= =2y, (10.6)

fiir welches in der Abbildung 10.8 zwei unterschiedliche Trajektorien im Vektorfeld eingezeichnet
sind. In Rot ist der Verlauf im Intervall # = [0, 3] mit dem Startwert (—1.7, —1.4) aufgetragen und in
Griin mit dem Startwert (—1.8, —1.4).

Dieses System veranschaulicht schén, wie sich eine kleine Variation der Startbedingung auf den
Verlauf der Losung auswirken kann. In diesem speziellen Fall konvergieren die Losung zu einem
spateren Zeitpunkt t wieder. Bedenkt man nun aber, dass eine solche Storung durch Rauschen her-
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Abbildung 10.7: Weisses Rauschen durch Differenzierung des Wiener-Prozess.
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Abbildung 10.8: Vektorfeld mit zwei divergierenden Pfaden, trotz fast gleichem Startwert

beigefiihrt werden konnte, scheint es unsinnig, eine einzige fixe Losung fiir ein solches System anzu-
geben — zumindest nicht ohne auf die Aussagekraft der Losung, unter Rauscheinfluss, hinzuweisen
oder den Losungsraum genauer zu spezifizieren.

Es gibt auch Systeme, welche bei kleinen Stérungen aus einem stabilen Zustand in einen insta-
bilen Zustand iibergehen und komplett divergieren. In solchen Fillen kann es ein fataler Fehler sein,
zufillige Storungen des Systems nicht zu beriicksichtigen. Andere Systeme beinhalten selbst eine
zufillige Komponente, welche nicht vernachléssigt werden darf.

Um diesem Umstand gerecht zu werden, kann man die Moglichkeit von zufilligen Storungen
beim Aufstellen eines Modells miteinbeziehen. Anstatt eine fixe Losung zum Zeitpunkt # anzugeben,
definiert man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die verschiedenen moglichen Endzustinde —
et voila, man hat den Losungsraum einer stochastische Differentialgleichung (SDGL).

10.3 Stochastische Differentialgleichungen
Formal kann eine SDGL folgendermassen notiert werden:
Xt =aXt)+BX@)ED (>0). (10.7)

In diesem Fall ist die Storung durch m-dimensionales weisses Rauschen £(f) modelliert. B ist die
sogenannte Dispersionsmatrix mit der Dimension n X m. Sie beschreibt, wie sich die Stérung auf die

257



10. Brownsche Bewegung und stochastische Differentialgleichungen 1t

unterschiedlichen inneren Zusténde des Systems auswirkt. Dabei beschreibt die Diagonale der Ma-
trix, wie stark sich jede Dimension des Rausches auf die entsprechenden inneren Zustiande auswirkt.
Die Bereiche links und rechts der Diagonalen der Matrix beschreiben die Beeinflussung der Di-
mensionen untereinander. a ist der Drift-Vektor und beschreibt die erwartete Veridnderung fiir jeden
inneren Zustand des Systems. Alles in allem beschreiben

a B[[ e Blm
a=|:|undB= :
am By ... By
die Dynamik des Systems. Da weisses Rauschen £(f) formal als die Ableitung vom Wiener-Prozess
% modelliert werden kann, ergibt sich die Form
dax(t dW(t
% = aX(1) + BX(1) d[( ) (150, (10.8)

Nun sollte noch mit d¢ multipliziert werden, da die Gleichung sonst impliziert, dass man weisses
Rauschen weiter differenzieren kann. Diese Form

dX(H) = a X(t) dt + BX(@®) dW(1) (t > 0) (10.9)

nennt sich auch “Ito-Form” und ist vielfach ein erster Schritt im weiteren Umgang mit SDGLs. Weis-

ses Rauschen dv:;t(” ist per Definition nicht sinnvoll weiter differenzierbar. Dies ist den Eigenschaften

des Wiener-Prozesses geschuldet, wie in Abschnitt 10.2.2 dargelegt.

10.3.1 Euler-Maruyama-Methode

Die Euler-Maruyama-Methode wird oft zur numerischen Simulation von stochastischen Differen-
tialgleichungen (SDGL) verwendet und basiert auf der bekannten Euler-Methode zur Lésung von
gewohnlichen Differentialgleichungen. Die Idee ist es, die SDGL in diskrete Zeitschritte zu zerlegen
und den deterministischen, wie auch den stochastischen Anteil, separat zu behandeln. Die Metho-
de hat zwar gewisse Einschrinkungen beziiglich ihrer Genauigkeit und Stabilitit, ist aber dennoch
mitunter aufgrund ihrer Einfachheit weit verbreitet [Bayram2018]. So wurden auch alle in diesem
Kapitel gezeigten Simulationen mit dieser Methode umgesetzt. Um eine SDGL mittels der Euler-
Maruyama-Methode zu simulieren, geht man wie folgt vor:

1. Man wihlt eine Schrittweite Az > 0 und teilt das Zeitintervall [0, T'] in N gleich grosse Teilin-
tervalle der Liange Ar.

2. Fiir jeden Zeitschritt i von 0 bis N — 1 werden die Werte der Funktion X(¢) an den diskreten
Zeitpunkten ¢; iterativ gemass

X(ti1) = X&) + a X(t) At + BX () VAt-Z; (10.10)
berechnet, wobei die Z; unabhidngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind.
Vereinfacht kann die nummerische Berechnung des nichsten Simulationswertes
X1 = X, + f(X,) At + g(X,) AW, . (10.11)

als Funktion der des aktuellen Wertes X,, ausgedriickt werden. Die Funktion f(X,,) beschreibt wieder
den deterministischen Teil der SDGL, also die Drift-Komponente, welche Information enthilt. Das
Rauschen, wird mit g(X,,) charakterisiert, wobei AW, als numerische Implementation des Wiener-
Prozesses den Zufall bei jedem Berechnungsschritt Schritt einbringt.
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10.3.2 Die Ito-Formel

1td Kiyoshi war ein japanischer Mathematiker, der seine Karriere der Stochastik widmete und heute
als Begriinder der stochastischen Analysis erachtet werden kann. So legte er auch einen Grossteil
des Fundaments, auf dem der Umgang mit SDGLs beruht. Nach ihm ist auch die schon verwendete
1to’sche Form einer SDGL benannt, bei welcher die Gleichung mit dem Nenner des Differential-
quotienten multipliziert wird. Diese Form eignet sich als Ausgangslage fiir viele seiner Konzepte,
bietet jedoch auch den Vorteil, dass keine vermeintliche Differenzierbarkeit impliziert wird. Eines
der wichtigsten Werkzeuge im Umgang mit SDGLs, ist die sogenannte /t0-Formel, auch Lemma von
Ito genannt. Sie stellt das Aquivalent zur klassischen Kettenregel bzw. der Substitutionsregel dar.
Hier ein Beispiel einer SDGL fiir einen Prozess X(¢) in Ito-Form:

dX(®) = a(X(0)) dt + BX@®) dW(@®) (¢ > 0). (10.12)

Angenommen, man hat eine Funktion f(X, ), dann kann die Anderung von f in Bezug auf X und ¢
wie folgt geschrieben werden

f af 1f o
df = dr + X dX + > %7 dax-. (10.13)
Die Itd-Formel erlaubt es uns solche Differentialgleichungen fiir Funktionen von stochastischen Pro-

zessen abzuleiten. Das Einsetzen der SDGL in die It6-Formel ergibt

df = —fdt+ —f(adt+BdW)+ 15

e —Z(B*dp). (10.14)

Die It6-Formel kann als eine stochastische Version der Taylor-Entwicklung angesehen werden. % dt
beschreibt, wie sich die Funktion f allein durch den Verlauf der Zeit dndert, unabhiingig von ande-
ren Faktoren. Z—)};(a dt) ist der Drift-Term, der den deterministischen Teil darstellt und der Term

Q(B dW) stellt den stochastischen Diffusions-Term dar. Zusammen beschreiben die zwei Terme

den Einfluss der ersten Ableitung und der Term éng,c (B? dt) den Einfluss zweiter Ordnung. Dass
aus (dX)? eingesetzt (B* dt) wird, ist folgendermassen zu erkliren: Eigentlich wiirde eingesetzt sich
(dX)? = a*d* +2aB dt dW + B*dW? ergeben. Da df* und dt dW im stochastischen Kontext vernach-
lassigbar klein sind (tendieren viel schneller gegen Null als dr), ist der einzig relevante Beitrag zu
(dX)? der Term B?> dW?. Und aufgrund der Eigenschaft des Wiener-Prozesses, dass dW? = dt ergibt,

wird der dieser Ausdruck zu ()B? df).

10.3.3 Fazit

Um den Bogen zum Anfang wieder zu schliessen, der Zufall und insbesondere Rauschen weis-
sen keinerlei Periodizitit oder harmonische Eigenschaften auf. Genau deshalb lisst sich zufilliges
Rauschen gut mittels der harmonischen Analysis untersuchen und charakterisieren. Dies ermog-
licht in diversen technischen Bereichen den Umgang mit zufilligen Storungen, das Eliminieren von
Rauschen und es lassen sich durch SDGLs solche zufilligen Storungen modellieren. Dies fiihrt zu
einem wahrheitsgetreueren Abbild der Realitéit. Denn der Zufall beeinflusst in einem gewissen Mas-
se praktisch jedes System — hoffentlich lieferte dieses Kapitel einen hilfreichen und interessanten
Uberblick im Umgang damit.
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